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Introduzione
Il lavoro di progettazione di questo modulo è stato svolto per intero da tutto il gruppo, al completo, cosicché principî, strategie e metodi sono stati discussi collettivamente. Questo approccio ha richiesto tempi abbastanza lunghi, ma ci ha consentito di confrontare dialetticamente le nostre esperienze di insegnanti e di analizzare con dettagliato rigore critico un argomento che pareva cristallizzato nella consuetudine di una prassi didattica nota e ripetitiva.

Poiché il nostro compito prevede la progettazione di un modulo sui limiti, le derivate e lo studio di funzioni, d'ora in poi (per semplicità) ci riferiremo a questi tre argomenti, e solo ad essi, come al calcolo differenziale, distinguendoli così (impropriamente ma convenientemente) da altre parti rilevanti e necessarie (e.g. gli integrali) dell'analisi.

1
Il calcolo differenziale è il modulo centrale e principale del quarto anno dell'istituto tecnico industriale ed occupa la maggior parte del tempo disponibile durante l'anno. Infatti, prevedendo verosimilmente 31 settimane di lezioni effettive (per 3 ore settimanali), l'intero programma di matematica per la quarta classe si estende per 93 ore complessive (cfr. la tabella): tolto il tempo necessario alle verifiche scritte ed orali, le ore dedicate all'esposizione ed alle esercitazioni in classe sono circa 67, delle quali 47 (ben il 70%!) destinate al modulo di analisi differenziale ed ai suoi prerequisiti.


Nella progettazione del modulo non si può prescindere dal contesto culturale in cui esso dev'essere svolto. Il corso è destinato a studenti dell'istituto tecnico industriale, i quali hanno solitamente più attitudine agli aspetti applicativi che a quelli teorici: inoltre, questa propensione è irrobustita dalla frequentazione delle discipline tecniche, nelle quali la matematica è perlopiù presentata come un complesso di utili strumenti di calcolo.

2
La riflessione sull'insegnamento dell'analisi nella quarta classe dell'istituto tecnico industriale si allarga quindi ad un àmbito più vasto, e coinvolge il più generale problema della programmazione modulare di un corso di matematica. La nostra discussione ha preso l'avvio dall'analisi della dispensa sulla programmazione modulare (d'ora in poi: PMod) curata dalla prof. Furioni.

In realtà, la programmazione modulare nell'insegnamento della matematica deve tener conto delle peculiarità della materia, che limitano, assai più che in altre discipline, la libertà di riorganizzazione dei temi didattici. In particolare, rispetto al modello proposto, non è possibile (se non in parte) perseguire la «componibilità strutturale ... in unità capitalizzabili» (PMod pag. 3): questo approccio non è adatto ad un curriculum scientifico e, in particolar modo, matematico, poiché la conoscenza matematica è una rete complessa di concetti uniti da forti legami gerarchici. Quindi, la «spendibilità» dei moduli didattici è possibile solo sotto condizioni piuttosto forti, in una successione che è in gran parte rigida.

Anche la durata variabile dei moduli (PMod pag.6) è una possibilità limitata, poiché, come abbiamo detto, il corso di matematica ha anche un valore propedeutico alle altre discipline.

In queste condizioni, il nostro lavoro è stato soprattutto una riflessione critica sulla nostra esperienza di insegnamento, dalla quale abbiamo distillato il progetto di una struttura ordinata di scelte motivate (cfr. il principio della «razionalità limitata» in PMod, pag.5).

3
Nel nostro lavoro abbiamo dovuto immaginare una situazione ideale, trascurando alcuni vincoli che solitamente vengono imposti dal contesto: le condizioni di partenza della classe (delle quali si tiene gran conto nella programmazione concreta), la necessità di collegare la programmazione dell'anno in corso ai risultati didattici (anche contingenti ed accidentali) degli anni precedenti, le eventuali collaborazioni concordate con insegnanti di altre discipline e, soprattutto, la scelta del libro di testo. È evidente che quest'ultima, in particolare, condiziona oggettivamente la programmazione: sia perché il libro di testo costituisce il riferimento necessario nello sviluppo della teoria, sia perché esso impone di progettare la successione delle unità didattiche in modo coerente con la disponibilità di esercizî. Inoltre, crediamo che l'educazione alla lettura ed alla comprensione di un testo scientifico (anche elementare, come un libro di testo della scuola superiore) abbia un valore didattico irrinunciabile.

4
Con l'obiettivo di sistemare il calcolo differenziale in una mappa di concetti in cui fossero evidenti le relazioni tra le varie parti, abbiamo scelto di distinguere l'argomento in tre sottomoduli (o, assolutamente, in tre moduli): i limiti, le derivate e lo studio di funzione. Mentre i primi due dovranno necessariamente essere affrontati in sequenza, il terzo modulo si estende più liberamente ed interseca gli altri due, in modo che lo studente usi delle conoscenze acquisite volta per volta per imparare gradualmente a studiare e descrivere le proprietà di una funzione. In questo modo crediamo che si ottengano almeno due vantaggi. Anzitutto, la trattazione di ciascun argomento trova immediatamente un senso (anche applicativo) nell'obiettivo che corona tutto il nostro lavoro. Inoltre, è possibile affrontare più volte lo stesso argomento secondo punti di vista via via più complessi e meglio organizzati: lo studio di funzione viene presentato prima nelle sue parti elementari (che tuttavia si compongono progressivamente in un tutto organico) e infine come tecnica complessiva in cui trova posto tutta la teoria dei limiti, delle derivate, della continuità delle funzioni.

5
Il nostro lavoro di gruppo si è svolto in due fasi.

La prima è iniziata con la discussione delle nostre esperienze didattiche, dalle quali abbiamo tratto, in dettaglio progressivamente più minuzioso, gli obiettivi di ciascun modulo, distinti in conoscenze e abilità ed organizzati in sequenza cronologica. Abbiamo fissato quindi i prerequisiti e abbiamo articolato la trattazione in unità didattiche, confrontandole con gli obiettivi.

Nella seconda fase abbiamo riconsiderato tutta la materia a partire dalle competenze generali da perseguire durante la classe quarta; abbiamo individuato alcuni problemi paradigmatici, che esprimono caratteristicamente le competenze specifiche del modulo, e li abbiamo organizzati in una tabella di relazioni con i concetti fondamentali del modulo. Infine abbiamo costruito una mappa di corrispondenze tra le competenze generali e i problemi caratteristici.

I problemi paradigmatici individuano delle abilità operative complessi, di livello intermedio, e sono stati scelti componendo gli obiettivi dettagliati di ciascun modulo.

Il risultato della nostra analisi è, in parte, sovrabbondante. Tuttavia l'aver affrontato il problema da punti di vista diversi ed alternativi ci ha condotto ad una maggiore ricchezza d'analisi, tanto che le due fasi del processo si sono influenzate vicendevolmente. La sintesi dei risultati dei due approcci ci ha infatti indotti a rivedere e rielaborare alcuni dettagli in modo nuovo e più ricco.

	Tabella dei tempi
	ore
	ore

	moduli
	0
	ripasso
	4
	

	
	1
	limiti
	17
	

	
	2
	derivate
	13
	

	
	3
	studio di funzioni
	13
	

	
	4
	integrali
	15
	

	
	5
	complementi di statistica
	5
	

	
	
	totale
	
	67

	verifiche
	1
	scritte: 7h per compiti in classe + 7h per la correzione
	14
	

	
	2
	orali
	12
	

	
	
	totale
	
	26

	
	
	totale generale
	
	93


Finalità

L'insegnamento della matematica (vedi Programmi Brocca (Triennio, Annali della P.I., n° 59-60/1992, Le Monnier, Roma) prosegue ed amplia il processo di preparazione scientifica e culturale degli alunni già avviato nel biennio e nel terzo anno. Concorre insieme alle altre discipline tecnico-scientifico-sperimentali allo sviluppo dello spirito critico, allo loro promozione umana e intellettuale. Per tutto il triennio, ed in particolare in questo anno scolastico, lo studio della matematica cura e sviluppa in particolare:

1. l'acquisizione di conoscenze a livelli più elevati di astrazione e formalizzazione;

2. la capacità di cogliere i caratteri distintivi dei vari linguaggi (storico-naturali, formali, artificiali…);

3. la capacità di utilizzare metodi, strumenti e modelli matematici in situazioni diverse;

4. l'attitudine a riesaminare criticamente e a sistemare logicamente le conoscenze via via acquisite;

5. l'interesse sempre più penetrante a cogliere aspetti genetici e momenti storico-filosofici del pensiero matematico.

Competenze (comuni a tutti i moduli trattati)

	C1
	Operare con il simbolismo matematico riconoscendo le regole sintattiche di trasformazione di formule.

	C2
	Affrontare situazioni problematiche di varia natura avvalendosi di modelli matematici atti alla loro rappresentazione.

	C3
	Costruire procedure di risoluzione di un problema.

	C4
	Risolvere problemi geometrici nel piano per via sintetica o per via analitica.

	C5
	Comprendere e formulare un ragionamento logicamente ben formato.

	C6
	Riconoscere il contributo dato dalla matematica allo sviluppo delle scienze sperimentali e della tecnologia.


I LIMITI

1- Presentazione

	Livello
	Sviluppo e sintesi

	Durata
	17 ore frontali; 4 ore per le verifiche scritte e il recupero;  interrogazioni.


2 - Situazioni problematiche (problemi caratteristici)

	S1
	Dato il limite di una funzione razionale, verificarlo seguendo la definizione.

	S2
	Data una funzione, determinarne il limite in un suo punto di continuità.

	S3
	Data una funzione, determinare il limite per x→ ±∞.

	S4
	Individuare gli asintoti orizzontali e verticali di una funzione nel calcolo dei limiti.

	S5
	Data una funzione composta, individuare le funzioni componenti.

	S6
	Calcolare il limite di una funzione composta.

	S7
	Risolvere limiti che si presentano in forma indeterminata.


3 - Relazioni tra situazioni e concetti

	Situazione
	Concetti base
	Concetti organizzatori

	S1
	Piano cartesiano

Punto

Retta
	Intervallo/Intorno

Valore assoluto
	Simboli

Numero

Variabile

Funzione
	Calcolo

Rappresentazione

Disequazione

	S2
	Punto
	Retta
	Simboli

Numero

Variabile
	Funzione

Calcolo

	S3
	Infinito

Punto
	Retta
	Simboli

Numero

Variabile
	Funzione

Calcolo

	S4
	Infinito

Punto

Retta
	Piano cartesiano

Distanza

Equazione di una retta
	Simboli

Numero

Variabile
	Funzione

Calcolo

Rappresentazione

	S5
	Infinito

Punto
	Retta
	Funzione
	Composizione

	S6
	Infinito

Punto
	Retta
	Simboli

Funzione

Proprietà
	Calcolo

Composizione

	S7
	Potenza

Infinito

Infinitesimo
	Indeterminatezza

Scomposizione

Razionalizzazione
	Simboli

Funzione
	Calcolo

Confronto


 4 - Relazioni tra situazioni e competenze

	
	C1
	C2
	C3
	C4
	C5
	C6

	S1
	
	
	
	
	
	

	S2
	
	
	
	
	
	

	S3
	
	
	
	
	
	

	S4
	
	
	
	
	
	

	S5
	
	
	
	
	
	

	S6
	
	
	
	
	
	

	S7
	
	
	
	
	
	


	5
-
Prerequisiti


a)
linguistici e operativi

· Familiarità con i formalismi matematici elementari: simboli di relazione e di funzione, simboli logici (SYMBOL 217 \f "Symbol", SYMBOL 218 \f "Symbol", SYMBOL 216 \f "Symbol", SYMBOL 34 \f "Symbol", SYMBOL 36 \f "Symbol"), ecc.

· Rappresentazione degli intervalli.

· Dimestichezza con i valori assoluti, le operazioni e le relazioni sui valori assoluti.

b)
concettuali

· Padronanza dei concetti di funzione e di funzione inversa.

· Conoscenza del piano cartesiano, del concetto di distanza, della rappresentazione di curve nel piano cartesiano.

· Disequazioni.

	6 -
Esiti di apprendimento


	Conoscenza
	Abilità

	1.1
	Definizione di intorno e di punto di accumulazione in ℝ. 
	1.2
	Saper individuare l'intorno di un punto x0 e di ±∞.

	2.1
	Definizione di limite 

per x→ x0 e per x→ ±∞
	2.2
	Saper scrivere correttamente il limite di una funzione, distinguendone le varie parti.

	
	
	2.3
	Produrre esempi significativi di limiti di funzioni nei vari casi.

	3.1
	Enunciato e dimostrazione del teorema di unicità del limite.
	3.2
	Verificare i limiti di semplici funzioni razionali.

	4.1
	Definizione di limite destro e limite sinistro.
	4.2
	Calcolare i limiti destro e sinistro di semplici funzioni in un punto x0.

	5.1
	Definizione di asintoto orizzontale e verticale.
	5.2
	Calcolo del limite per x→ ±∞.

	
	
	5.3
	Individuare gli eventuali asintoti orizzontali e verticali di una funzione nel calcolo di limiti.

	6.1
	Definizione di continuità di una funzione in un punto.
	6.2
	Produrre esempi di funzioni continue in un punto.

	
	
	6.3
	Determinare i punti di discontinuità di una funzione.

	7.1
	Teoremi sui limiti:

enunciato e dimostrazione del teorema di unicità, enunciato dei teoremi di confronto, di permanenza del segno e quelli relativi alle operazioni fra funzioni.
	7.2

7.3
	Calcolare i limiti di funzioni continue

Dimostrazione di 
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⇣

⇡
	8.1
	Definizione di continuità di una funzione in un intervallo
	8.2
	Determinare gli intervalli di continuità di una funzione.

	9.1
	Definizione di funzione composta.
	9.2
	Riconoscere le funzioni costituenti una funzione composta.

	
	
	9.3
	Concetto di continuità delle funzioni composte.

	
	
	9.4
	Calcolare il limite di una funzione composta.

	10.1
	Definizione di punto singolare di una funzione.
	10.2
	Realizzazione di esempi significativi di funzioni discontinue in un punto.

	11.1
	Definizione di ordine di un infinito e di un infinitesimo.
	11.2
	Esemplificazione di confronti fra infiniti e fra infinitesimi di funzioni.

	12.1
	Elencazione dei casi di indeterminatezza dei limiti.
	12.2
	Calcolo di limiti di forme indeterminate attraverso i teoremi sulle operazioni con i limiti, i procedimenti algebrici e il confronto degli infiniti e il limite notevole 
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	13.1
	Enunciato del teorema di Weirstrass,  dell'esistenza degli zeri e di Bolzano.
	
	


	7 - Livelli minimali


L'alunno dovrà

1. possedere il concetto di limite;

2. essere in grado di calcolare semplici limiti anche in forme indeterminate;

3. possedere il concetto e le principali proprietà delle funzioni continue.

	8 -
Struttura delle Unità didattiche


	
	Unità didattiche
	Obiettivi
	Tempi

	1
	Elementi di topologia in ℝ
La retta reale: cenno intuitivo alla continuità di ℝ. Intervalli, intorni, punti di accumulazione in ℝ.
	1
	1

	2
	Il concetto di limite

Approccio intuitivo al concetto di limite: esempi di successioni convergenti. La definizione di limite. Enunciato e dimostrazione del teorema dell'unicità del limite. Limite destro e limite sinistro. Verifica dei limiti mediante la definizione. Asintoti orizzontali e asintoti verticali. Limiti infiniti. Limiti per x→ x0. 
	2, 3,

4, 5
	6

	3
	Le operazioni con i limiti

La continuità di una funzione in un punto. Il teorema della permanenza del segno e del confronto. Teoremi fondamentali sulle operazioni con i limiti; il calcolo di semplici limiti di funzioni continue. Alcuni limiti fondamentali e dimostrazione di 
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	6, 7
	3

	4
	Le funzioni continue

La continuità di una funzione in un punto e in un intervallo; esempi di funzioni continue. Le funzioni composte e la continuità delle funzioni composte. Punti singolari e proprietà delle funzioni continue: teorema di Weierstrass, teorema dell'esistenza degli zeri e teorema di Bolzano.
	8, 9, 10, 13
	2

	5
	Le forme indeterminate

I vari tipi di forme indeterminate. Infinitesimi e infiniti; confronto fra infiniti. Esempi di risoluzione di forme indeterminate. Il numero e.
	11, 12 
	5


LE  DERIVATE

1 - Presentazione

	Livello
	Sviluppo e sintesi

	Durata
	13 ore frontali; 2 ore per la verifica scritta e il recupero; interrogazioni.


2 - Situazioni problematiche (problemi caratteristici)

	S1
	Data una funzione, costruire il suo rapporto incrementale (relativo al punto x0 e all'incremento h) e calcolarne il limite.

	S2
	Determinare l'equazione della retta tangente ad una curva in un suo punto.

	S3
	Assegnata una funzione semplice, applicare le formule per la sua derivazione.

	S4
	Esaminare una funzione composta, riconoscerne le componenti e determinarne la derivata.

	S5
	Saper calcolare le derivate successive di alcune semplici funzioni.

	S6
	Determinare gli intervalli di crescenza e di decrescenza di una funzione.

	S7
	Saper determinare i punti in cui si annulla la derivata prima, nelle condizioni del teorema di Rolle.

	S8
	Saper calcolare il valor medio di una funzione in un intervallo.

	S9
	Saper applicare il teorema di De l'Hospital ai limiti di forme indeterminate.


3 - Relazioni tra situazioni e concetti

	Situazione
	Concetti base
	Concetti organizzatori

	S1
	Piano cartesiano

Punto

Retta orientata

Intervallo/Intorno

Limite
	Simboli

Numero

Variabile
	Funzione

Calcolo

Rappresentazione

	S2
	Punto

Equazione di una retta

Tangenza
	Simboli

Numero

Variabile
	Funzione

Calcolo

Rappresentazione

	S3
	Polinomio

Esponenziale

Logaritmo

Funzioni goniometriche
	Simboli

Variabile/costante

Operazione
	Funzione

Calcolo

Teorema

	S4
	Polinomio

Potenza

Esponenziale

Logaritmo

Funzioni goniometriche
	Simboli

Variabile/costante

Operazione

Funzione
	Composizione

Calcolo

Teorema

	S5
	Polinomio

Potenza

Esponenziale

Logaritmo

Funzioni goniometriche
	Simboli

Variabile/costante

Operazione

Funzione
	Composizione

Calcolo

Teorema

	S6
	Intervallo

Retta orientata

Piano cartesiano
	Simboli

Ordinamento

Disequazione

Calcolo
	Funzione

Composizione

Rappresentazione

	S7
	Punto

Intervallo

Continuità


	Equazione

Funzione

Variabile

Numero
	Rappresentazione

Teorema

Verifica

	S8
	Punto

Intervallo

Continuità
	Equazione

Funzione

Variabile
	Numero

Rappresentazione

Teorema

	S9
	Infinito

Infinitesimo

Indeterminatezza

Retta

Limite
	Simboli

Funzione

Variabile
	Numero

Teorema


4 - Relazioni tra situazioni e competenze

	
	C1
	C2
	C3
	C4
	C5
	C6

	S1
	
	
	
	
	
	

	S2
	
	
	
	
	
	

	S3
	
	
	
	
	
	

	S4
	
	
	
	
	
	

	S5
	
	
	
	
	
	

	S6
	
	
	
	
	
	

	S7
	
	
	
	
	
	

	S8
	
	
	
	
	
	

	S9
	
	
	
	
	
	


	5
-
Prerequisiti


a)
concettuali

L'alunno dovrà essere padrone del

· concetto di funzione, di funzione composta e di funzione inversa;

· concetto di limite;

· concetto di retta (rappresentazione, coefficiente angolare, tangenza ad una curva);

· concetto di continuità di una funzione.

b)
linguistici e operativi

L'alunno dovrà

· saper calcolare limiti di funzioni, risolvendo le eventuali forme indeterminate;

· conoscere l'equazione del fascio proprio di rette;

· saper calcolare gli zeri di una funzione.

	6 -
Esiti di apprendimento


	Conoscenza
	Abilità

	1.1
	Definizione di rapporto incrementale di una funzione y=f(x) relativo al punto x0 e all'incremento h.
	1.2
	Saper costruire il rapporto incrementale di una funzione y=f(x) relativo al punto x0 e all'incremento h.

	
	
	1.3
	Comprendere il significato geometrico di rapporto incrementale.

	2.1
	Definizione di derivata della funzione y=f(x) in un suo punto x0.
	2.2
	Calcolo della derivata come limite del rapporto incrementale.

	
	
	2.3
	Saper fare opportuni collegamenti fra la definizione di derivata e le grandezze fisiche (velocità, accelerazione, forza, energia, intensità di corrente, coefficiente di dilatazione lineare dei solidi e di espansione dei gas)

	3.1
	Conoscere il significato geometrico di derivata di una funzione calcolata in un punto.
	3.2
	Determinare l'equazione della retta tangente ad una curva in un suo punto.

	4.1
	Sapere il teorema di continuità delle funzioni derivabili in un punto.
	4.2
	Comprendere il rapporto tra continuità e derivabilità di una funzione.

	5.1
	Conoscere le derivate delle  funzioni elementari e delle loro inverse.
	5.2
	Calcolare la derivata di alcune funzioni elementari, utilizzando la definizione.

	6.1
	Conoscere l'enunciato dei teoremi di derivazione delle funzioni e le regole che ne conseguono.
	6.2
	Applicare le formule per la derivata di somme, differenze, prodotti e quozienti di funzioni.


⇣

⇡
	7.1
	Saper la regola di derivazione delle funzioni composte.
	7.2
	Saper calcolare la derivata di funzioni composte.

	8.1
	Definire le derivate di ordine superiore al primo.
	8.2
	Saper calcolare le derivate successive di alcune semplici funzioni.

	9.1
	Definire funzioni monotòne in un intervallo.
	9.2
	Determinare gli intervalli di crescenza e di decrescenza di una funzione.

	10.1
	Conoscere l'enunciato e la dimostrazione del teorema di Rolle.
	10.2
	Saper individuare correttamente le condizioni di applicabilità del teorema di Rolle

	
	
	10.3
	Saper determinare gli eventuali punti in cui si annulla la derivata prima nelle condizioni del teorema di Rolle.

	11.1
	Conoscere l'enunciato dei teoremi di Lagrange e di Cauchy.
	11.2
	Saper calcolare il valor medio di una funzione in un intervallo.

	12.1
	Conoscere l'enunciato del teorema di De l'Hospital.
	12.2
	Saper applicare il teorema di De l'Hospital ai limiti di forme indeterminate.


	7 - Livelli minimali


L'alunno dovrà

1. saper costruire il rapporto incrementale di semplici funzioni;

2. possedere il concetto di derivata;

3. saper calcolare le derivate di funzioni attraverso i teoremi fondamentali;

4. calcolare il limite di funzioni in forma indeterminata mediante l'uso della regola di De l'Hospital.

	8 - Struttura delle Unità didattiche


	
	Unità didattiche
	Obiettivi
	Tempi

	1
	Il concetto di derivata

Incremento di una funzione e rapporto incrementale: definizione e significato geometrico. Derivata di una funzione: definizione e significato geometrico. Equazione di retta tangente ad una curva in un suo punto. Esempi di funzioni continue ma non derivabili.
	1,2,

3,4
	4

	2
	Calcolo della derivata di una funzione di una variabile

Derivata di alcune funzioni elementari (k, x, sen x, cos x, ex, ln x). Teoremi sul calcolo delle derivate. Derivazione di funzioni composte. Derivate di ordine superiore al primo.
	5,6,

7,8
	6

	3
	Teoremi fondamentali del calcolo differenziale

Funzioni monotòne in un intervallo. Il teorema di Rolle: enunciato e dimostrazione. Il teorema del valor medio (o di Lagrange). Il teorema degli incrementi finiti (o di Cauchy). La regola di De l'Hospital e le sue applicazioni
	9,10,

11,12
	3


LO STUDIO DI FUNZIONE

1 - Presentazione

	Livello
	Sviluppo e sintesi

	Durata
	13 ore frontali; 4 ore per le verifiche scritte e il recupero: interrogazioni.


2 - Situazioni problematiche (problemi caratteristici)

	S1
	Classificare una funzione e determinarne il dominio.

	S2
	Individuare i punti di discontinuità di una funzione.

	S3
	Studiare il segno di una funzione.

	S4
	Calcolare le intersezioni di una funzione con gli assi cartesiani.

	S5
	Determinare le simmetrie di una funzione.

	S6
	Ricercare gli eventuali asintoti orizzontali, verticali e obliqui di una funzione.

	S7
	Individuare gli intervalli di crescenza e di decrescenza di una funzione..

	S8
	Determinare i punti critici e distinguere i punti di massimo e di minimo.

	S9
	Saper individuare i punti di flesso e gli intervalli di concavità rivolta verso l'alto e verso verso il basso.

	S10
	Saper disegnare il grafico di una funzione.


3 - Relazioni tra situazioni e concetti

	Situaz.
	Concetti base
	Concetti organizzatori

	S1
	Piano cartesiano

Punto

Retta orientata

Intervallo/Intorno

Polinomio
	Irrazionale

Esponenziale

Logaritmo

Funzione goniometrica
	Simboli

Numero

Variabile
	Funzione

Calcolo

Equazione

Disequazione

Sistema

	S2
	Punto

Limite
	Retta orientata

Continuità
	Simboli

Numero

Variabile
	Funzione

Calcolo

Rappresentazione

	S3
	Polinomio

Irrazionale

Esponenziale
	Logaritmo

Funzione goniometrica
	Numero

Variabile

Funzione
	Calcolo

Disequazione

Rappresentazione

	S4
	Polinomio

Irrazionale

Esponenziale
	Logaritmo

Funzione goniometrica
	Sistema di equazioni

Variabile

Funzione
	Composizione

Calcolo

	S5
	Simmetria assiale e centrale
	
	Simboli

Variabile

Operazione
	Funzione

Composizione

Calcolo

	S6
	Equazione della retta

Piano cartesiano

Limite
	Infinito

Punto
	Simboli

Calcolo

Regola
	Funzione

Composizione

Rappresentazione

	S7
	Piano cartesiano

Intervallo

Retta orientata
	
	Funzione

Calcolo

Numero
	Disequazione

Numero

Variabile

	S8
	Zero di una funzione

Piano cartesiano
	Punto

Retta orientata


	Variabile

Numero
	Equazione

Calcolo

	S9
	Polinomio

Irrazionale

Esponenziale
	Logaritmo

Funzione goniometrica
	Funzione

Regola
	Composizione

	S10
	Piano cartesiano

Retta orientata

Intervallo
	Punto

Infinito
	Funzione

Algoritmo
	Rappresentazione


4 - Relazioni tra situazioni e competenze

	
	C1
	C2
	C3
	C4
	C5
	C6

	S1
	
	
	
	
	
	

	S2
	
	
	
	
	
	

	S3
	
	
	
	
	
	

	S4
	
	
	
	
	
	

	S5
	
	
	
	
	
	

	S6
	
	
	
	
	
	

	S7
	
	
	
	
	
	

	S8
	
	
	
	
	
	

	S9
	
	
	
	
	
	

	S10
	
	
	
	
	
	


	5
-
Prerequisiti


a)
concettuali

L'alunno dovrà essere padrone del

· concetto di funzione, di funzione composta e di funzione inversa;

· concetto di limite;

· concetto di derivata;

· significato di simmetria rispetto ad una retta e ad un punto;

· concetto di continuità di una funzione.

b)
linguistici e operativi

L'alunno dovrà

· saper calcolare gli zeri di una funzione con metodi algebrici;

· risolvere disequazioni razionali, irrazionali, esponenziali e logaritmiche;

· risolvere sistemi di equazioni;

· saper calcolare limiti e derivate di funzioni.

	6 -
Esiti di apprendimento


	Conoscenza
	Abilità

	1.1
	Conoscere la classificazione di una funzione.
	1.2
	Individuare la tipologia di una funzione.

	2.1
	Conoscere il significato di dominio di una funzione.
	2.2
	Determinare il dominio di una funzione.

	
	
	2.3
	Individuare i punti di discontinuità di una funzione.

	
	
	2.4
	Riconoscere gli asintoti verticali di una funzione.

	3.1
	Definire la positività e la negatività di una funzione.
	3.3
	Studiare il segno di una funzione.

	
	
	3.4
	Calcolare le intersezioni di una funzione con gli assi cartesiani.

	4.1
	Conoscere la definizione di funzione pari e dispari.
	4.2
	Determinare le simmetrie di una funzione.

	5.1
	Saper definire l'asintoto orizzontale e verticale.
	5.2
	Individuare gli asintoti orizzontali e verticali di una funzione.

	6.1
	Sapere la regola per la ricerca degli asintoti obliqui di una funzione e sua dimostrazione.
	6.2
	Individuare gli asintoti obliqui di una funzione.

	7.1
	Definire la crescenza e la decrescenza di una funzione.
	7.3
	Comprendere il rapporto tra l'andamento di una funzione in un intervallo ed il segno della sua derivata (crescenza, decrescenza, massimi e minimi).

	7.2
	Definire il massimo ed il minimo di una funzione: regola pratica per il loro calcolo.
	7.4
	Studiare il segno della derivata prima di una funzione e distinguere gli intervalli di crescenza e di decrescenza.

	
	
	7.5
	Analizzare i punti critici e distinguere i punti di massimo e di minimo.

	8.1
	Conoscere la regola pratica per la determinazione dei punti di flesso di una funzione.
	8.2
	Studiare il segno della derivata seconda di una funzione e distinguere gli intervalli in cui la funzione è concava o convessa.

	9.1
	Definire il grafico (o diagramma) di una funzione.
	9.2
	Saper disegnare il grafico di una funzione.


	7 - Livelli minimali


L'alunno dovrà

1. classificare le funzioni;

2. saper determinare il dominio di una funzione;

3. essere in grado di studiare il segno di una funzione;

4. saper determinare gli asintoti verticali, orizzontali e obliqui di una funzione;

5. saper calcolare i massimi e i minimi di una funzione;

6. studiare semplici funzioni razionali fratte e saperne disegnarne il grafico.

	8 -
Struttura delle Unità didattiche


	
	Unità didattiche
	Obiettivi
	Tempi

	1
	Classificazione e dominio di una funzione

Tipologia delle funzioni. Il dominio di una funzione. Continuità e discontinuità.
	1, 2
	2

	2
	Il segno della funzione e le sue regolarità

Le intersezioni con l'asse y e l'asse x. Lo studio del segno della funzione. Le regolarità delle funzioni; la simmetria rispetto l'asse y e l'origine O: parità e disparità.
	3, 4
	2

	3
	Gli asintoti

Ricerca degli asintoti verticali e orizzontali. Regola per determinare gli asintoti obliqui: interpretazione geometrica. Grafico probabile di una funzione.
	5, 6
	2

	4
	La derivata prima

L'andamento della funzione ed il suo rapporto con il segno della derivata prima: funzioni costanti, crescenti e decrescenti.
	7
	1

	5
	Massimi e minimi di una funzione

I punti critici di una funzione. Regola pratica per determinare i punti di massimo e di minimo. Lo studio del segno della derivata prima.
	7
	1

	6
	La derivata seconda

Concavità e convessità della funzione; crescenza e decrescenza della derivata prima. Definizione di flesso. Lo studio del segno della derivata seconda.
	8
	1

	7
	Il grafico della funzione

Un algoritmo per lo studio della funzione. Come disegnare il grafico di una funzione. Esercitazioni.
	9
	4


	Sequenza cronologica delle Unità didattiche


	MODULO 1 - I  LIMITI
	U.D. 1 - Elementi di topologia in ℝ
	
	MODULO 3 - LO STUDIO DI FUNZIONE

	
	U.D. 2 - Il concetto di limite
	
	

	
	VERIFICA N° 1
	

	
	U.D. 3 - Le operazioni con i limiti
	
	

	
	U.D. 4 - Le funzioni continue
	
	

	
	U.D. 5 - Le forme indeterminate
	
	

	
	VERIFICA N° 2
	

	MODULO 2 - LE DERIVATE
	
	U.D. 1 - Il dominio della funzione
	

	
	
	U.D. 2 - Il segno della funzione e le sue regolarità
	

	
	
	U.D. 3 - Gli asintoti
	

	
	VERIFICA N° 3
	

	
	U.D. 1 - Il concetto di derivata
	
	

	
	U.D. 2 - Il calcolo della derivata di una funzione di una variabile
	
	

	
	
	U.D. 4 - La derivata prima
	

	
	U.D. 3 - Teoremi fondamentali del calcolo differenziale
	
	

	
	VERIFICA N° 4
	

	
	
	U.D. 5 - Massimi e minimi di una funzione
	

	
	
	U.D. 6 - La derivata seconda
	

	
	
	U.D. 7 - Il grafico di una funzione
	

	
	VERIFICA N° 5
	


	Schema di sviluppo del curricolo

in moduli (annuale)


	MESE
	MODULO

disciplinare
	TEMA

	Sett.
	0
	U.D. 1 - Ripasso delle disequazioni intere di 1° e di 2° grado; disequazioni fratte e sistemi di disequazioni.

U.D. 2 - Rappresentazione di semplici funzioni nel piano cartesiano.

	Ottobre
	1
	U.D. 1 - Elementi di topologia in ℝ

	
	1
	U.D. 2 - Il concetto di limite

	PROVA PRATICA N° 1

	Novembre
	1
	U.D. 3 - Le operazioni con i limiti

	
	1
	U.D. 4 - Le funzioni continue

	
	1
	U.D. 5 - Le forme indeterminate

	PROVA PRATICA N° 2

	Dicembre
	3
	U.D. 1 - Il dominio della funzione

	
	3
	U.D. 2 - Il segno della funzione e le sue regolarità

	
	3
	U.D. 3 - Gli asintoti

	PROVA PRATICA N° 3

	Gennaio
	2
	U.D. 1 - Il concetto di derivata

	
	2
	U.D. 2 - Il calcolo della derivata di una funzione di una variabile

	Febbraio
	3
	U.D. 4 - La derivata prima

	
	2
	U.D. 3 - Teoremi fondamentali del calcolo differenziale

	PROVA PRATICA N° 4

	
	3
	U.D. 5 - Massimi e minimi di una funzione

	Marzo
	3
	U.D. 6 - La derivata seconda

	
	3
	U.D. 7 - Il grafico di una funzione

	PROVA PRATICA N° 5


VERIFICA N° 1

SOMMATIVA per il ripasso generale sugli argomenti dell'anno precedente

FORMATIVA per il moulo dei limiti

Obiettivi:

1. saper studiare disequazioni intere (di primo e di secondo grado), fratte, esponenziali e logaritmiche;

2. saper verificare semplici limite utilizzando la sua definizione;

3. dedurre l'andamento di una funzione dal suo grafico.
Risolvere le seguenti disequazioni:
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In base alla definizione di limite verificare che:

4)

[image: image7.wmf](

)

13

1

2

lim

6

=

+

®

x

x












5)

[image: image8.wmf]+¥

=

-

+

®

x

x

x

2

1

1

lim


La curva disegnata rappresenta il grafico di una funzione y=f(x):

Stabilire quali delle seguenti affermazioni, dedotte dal grafico, sono corrette:

a)
 
[image: image9.wmf]+¥

=

+¥

®

)

(

lim

x

f

x




b)

[image: image10.wmf]2

)

(

lim

-

=

+¥

®

x

f

x





c)

[image: image11.wmf]+¥

=

+

®

)

(

lim

3

x

f

x


d)

[image: image12.wmf]esiste

non

x

f

x

)

(

lim

0

®



e)

[image: image13.wmf]1

)

(

lim

=

-¥

®

x

f

x


VERIFICA N° 2

SOMMATIVA per il modulo dei limiti

Obiettivi:

1. Calcolare il limite di funzioni in punti di continuità;

2. calcolare il limite in forma indeterminata;

3. verificare se una retta è asintoto per una funzione.

Determinare i valori dei seguenti limiti:
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Determinare il valore dei seguenti limiti che si presentano in forma indeterminata:
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Stabilire se le seguenti funzioni hanno per asintoto le rette a fianco indicate:
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VERIFICA N° 3

FORMATIVA per il modulo dello studio di funzione.

Obiettivi:

1. Saper determinare il dominio di una funzione;

2. calcolare il limite in forma indeterminata;

3. verificare se una retta è asintoto per una funzione.

1)
Quale, fra gli intervalli riportati, è il dominio della funzione:
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2)
Quale, fra le seguenti funzioni, è definita in 
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3)
Delle seguenti funzioni, determina l'insieme di definizione, gli intervalli di positività (e di negatività); i valori dei limiti per x tendente agli estremi degli intervalli che costituiscono l'insieme di definizione, le equazioni degli asintoti; le eventuali simmetrie. Traccia il grafico probabile della funzione.
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VERIFICA N° 4

SOMMATIVA per il modulo delle derivate.

Obiettivi:

4. Calcolare la derivata come limite del rapporto incrementale

5. Applicare le formule sulle derivate

6. Determinare gli intervalli di crescenza e di decrescenza

7. Applicare il teorema di De l'Hospital ai limiti in forma indeterminata

8. Studiare il segno della derivata prima per distinguere gli intervalli di crescenza e di decrescenza

9. Analizzare i punti critici e distinguere quelli di massimo e di minimo

(
Applicando la definizione di derivata, calcolare nel punto x=2 la derivata della funzione:
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(
Calcolare le seguenti derivate e determinarne il campo d'esistenza:



D[ ln cos2 3x ]
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Calcolare i seguenti limiti:


[image: image41.wmf]x

x

x

3

ln

lim

2

+¥

®






[image: image42.wmf]x

x

x

ln

lim

+¥

®






[image: image43.wmf]n

x

x

x

e

+¥

®

lim


( n ( N)

(
Data la seguente funzione, determinarne il dominio, gli intervalli di positività e gli intervalli di monotonia:
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(
Ammettendo che alla funzione y=f(x) corrisponda, nell'intervallo [a,b], il grafico in figura 1, quale può verosimilmente essere il grafico di f'(x)?

VERIFICA N° 5

SOMMATIVA per il modulo dello studio di funzione

Obiettivi:

1. saper studiare e rappresentare graficamente una funzione razionale fratta;

2. saper determinare il dominio di funzioni composte;

3. saper derivare le funzioni composte;

4. comprendere correttamente il significato geometrico di asintoto.
1) Studiare e rappresentare graficamente la funzione: 
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2) Se una funzione y=f(x), definita per x≥0, ammette la retta y=3 come asintoto orizzontale, possiamo affermare che:
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3)
Determinare il dominio delle seguenti funzioni:
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4)
Calcolare le derivate delle seguenti funzioni:
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{ ---------------------------------------------------------------------------- }

{ Corso Abilitante 1999/2000   Gruppo 3 - Il calcolo differenziale}

{ Esercitazione di laboratorio N° 1 











   }

{ Calcola il limite per x ( c di una funzione f(x)





   }

{ ---------------------------------------------------------------------------- }

program limite;

uses crt;

var 
c, x, delta: real;

i:integer;

function f (x:real): real;

begin

     f:=sin(x)/x

end;

begin

     
clrscr;

For i:=1 to 8 do Writeln;

  

writeln('C o r s o   A b i l i t a n t e   1999/2000');

writeln('===========================================');

writeln('G r u p p o  3  - Il calcolo differenziale');

writeln;

writeln('Calcolo del limite di f(x) per x -> c');

writeln;

     
write('Punto c: ');






readln(c);

     
write('Valore d''innesco: ');     
readln(x);

     
write('Minima distanza da c: ');
readln(delta);

     
writeln; writeln;

     
i:=0;

     
repeat

           i:=i+1;

           writeln(i:4,' x= ', x:10:8 ,' valore f(x)= ',f(x):10:8);

           x:=(c+x)/2

until abs(x-c)<delta;

Write('Premere un tasto per terminare...');

  

repeat until keypressed;

end.

{ ---------------------------------------------------------------------------- }

{ Corso Abilitante 1999/2000   Gruppo 3 - Il calcolo differenziale}

{ Esercitazione di laboratorio N° 2 











   }

{ Calcola il limite per x ( c di una funzione f(x)





   }

{ ---------------------------------------------------------------------------- }

Program Limiti;

uses Crt;

Const
 NumeroIterazioni = 15;

Var
j : integer;

delta,c : real;

{ -------------------------------------------------------------- }

Function Pot (a,x : real) : real;

{ Calcola a elevato alla x:   e^y = a^x;  =>  y = x*ln(a) }

Begin

Pot:=Exp(x*Ln(a));

End;     { Pot }

{ -------------------------------------------------------------- }

Function F (x : real) : real;

Begin

F := (Pot(x,2)-5*x+6) / (x-2);

End;   { f(x) }

{ -------------------------------------------------------------- }

Procedure ApproxLimite (c,delta : real; NumIter : integer);

Var
i: integer;

Xs,Xd : real;

Begin

Writeln;Writeln;

  

Writeln('  lim. sin.     |    lim. dx.');

  

Writeln('---------------|--------------');

  

Xs:= c-delta; Xd:= c+delta;

for i:=1 to NumIter do

      
begin

        

writeln(f(Xs):10:5,'     |  ',f(Xd):10:5);

        

Xs:=(Xs+c)/2; 

Xd:=(Xd+c)/2;

      
end;

  

Writeln;

End;   { ApproxLimite }

Begin
{ Principale }

For j:=1 to 8 do WriteLn;

  

WriteLn('C o r s o   A b i l i t a n t e   1999/2000');

WriteLn('===========================================');

WriteLn('G r u p p o  3  - Il calcolo differenziale');

WriteLn;

WriteLn('Calcolo del limite di f(x) per x -> c');

Writeln('-------------------------------------');

WriteLn;

Write('Inserire il valore di c : ');

ReadLn(c);

Write('Inserire il valore di delta: ');

ReadLn(delta);

Writeln;Writeln;

ApproxLimite(c,delta,NumeroIterazioni);

Write('Premere un tasto per terminare...');

  

repeat until keypressed;

  End.

{ ---------------------------------------------------------------------------- }

{ Corso Abilitante 1999/2000   Gruppo 3 - Il calcolo differenziale}

{ Esercitazione di laboratorio N° 3 











   }

{ Calcola il limite per x ( c di una funzione f(x)





   }

{ ---------------------------------------------------------------------------- }

Program Limiti;

uses Crt;

Const
 NumeroIterazioni = 15;

Type 
Funtipo = function(x:real) : real;

Var
j : integer;

delta,c : real;

Function Pot (a,x : real) : real;

{ Calcola a elevato alla x:   e^y = a^x;  =>  y = x*ln(a) }

Begin

Pot:=Exp(x*Ln(a));

End;     { Pot }

{ -------------------------------------------------------------- }

Function F (x : real) : real;

Begin

F := (Pot(x,2)-5*x+6) / (x-2);

End;   { f(x) }

{ -------------------------------------------------------------- }

Procedure ApproxLimite (F : funtipo; c,delta : real; NumIter : integer);

Var  i: integer;

Xs,Xd : real;

Begin

Writeln;Writeln;

  

Writeln('  lim. sin.     |    lim. dx.');

  

Writeln('---------------|--------------');

  

Xs:= c-delta; Xd:= c+delta;

for i:=1 to NumIter do

      
begin

        

writeln(F(Xs):10:5,'     |  ',F(Xd):10:5);

        

Xs:=Xs+delta/Pot(2,i);

        

Xd:=Xd-delta/Pot(2,i);

      
end;

  

Writeln;

End;   { ApproxLimite }

{ Principale }

Begin

  For j:=1 to 8 do WriteLn;

  WriteLn('C o r s o   A b i l i t a n t e   1999/2000');

  WriteLn('===========================================');

  WriteLn('G r u p p o  3  - Il calcolo differenziale');

  WriteLn;

  WriteLn('Calcolo del limite di f(x) per x -> c');

  Writeln('-------------------------------------');

  WriteLn;

  Write('Inserire il valore di c     :');

  ReadLn(c);

  Write('Inserire il valore di delta :');

  ReadLn(delta);

  Writeln;Writeln;

  ApproxLimite(F,c,delta,NumeroIterazioni);

  Write('Premere un tasto per terminare...');

  repeat until keypressed;

  WriteLn;

End.

{ --------------------------------------------------------------------------------- }

{ Corso Abilitante 1999/2000   Gruppo 3 - Il calcolo differenziale       }

{ Esercitazione di laboratorio N° 4 











   

}

{ Calcola la derivata di una funzione f(x) in un punto c





}

{ --------------------------------------------------------------------------------- }

program derivata;

uses crt;

var 
c, delta, deltax:real;

    
i:integer;

    
r:char;

function f(x:real): real;

begin

     
f:=x*x*x;

end;

function rappIncr (x,deltax:real) :real;

begin

     rappIncr:=(f(x+deltax)-f(x))/deltax

end;

begin

   repeat

     clrscr;

     write('Ascissa in cui calcolare la derivata: ');   readln(c);

     write('Valore iniziale deltax: ');






readln(deltax);

     write('Valore finale deltax: ');







readln(delta);

     writeln; writeln;

     i:=0;

     repeat

           i:=i+1;

           writeln(i:3,') deltax= ',deltax:11:10,' rapporto incr.=  ',

rappIncr(c,deltax):10:6);

           deltax:=deltax/2

     until abs(deltax)<delta;

     writeln;

     write('Altra esecuzione (S/N)? ');

     readln(r);

   until r in ['N','n'];

end.

{ --------------------------------------------------------------------------------- }

{ Corso Abilitante 1999/2000   Gruppo 3 - Il calcolo differenziale       }

{ Esercitazione di laboratorio N° 5 











   

}

{ Calcola la derivata di una funzione f(x) in un punto c





}

{ --------------------------------------------------------------------------------- }

Program Derivate;

uses Crt;

Const 
NumeroIterazioni = 15;

Delta = 0.1;

Type   Funtipo = function(x:real) : real;

Var
j : integer;

   

c,Punto : real;

Function Pot (a,x : real) : real;

{ Calcola a elevato alla x:   e^y = a^x;  =>  y = x*ln(a) }

Begin

Pot:=Exp(x*Ln(a));

End;     { Pot }

Function F (x : real) : real;

Begin

F := Pot(x,2)-5*x+6;

End;   { f(x) }

Procedure ApproxLimite (F : funtipo; c,delta : real; NumIter : integer);

Var
i: integer;

Xs,Xd : real;

Begin

Writeln;Writeln;

  

Writeln('  lim. sin.    |    lim. dx.');

  

WriteLn('---------------|--------------');

  

Xs:= c-delta; 
Xd:= c+delta;

for i:=1 to NumIter do

      
begin

        

writeln(f(Xs):10:5,'     |  ',f(Xd):10:5);

        

Xs:=(Xs+c)/2; Xd:=(Xd+c)/2;

end;

  

WriteLn;

End;   { ApproxLimite }

Function RappIncrementale (h : real) : real;

Begin

RappIncrementale:=(F(Punto+h)-F(Punto))/h;

End;   { ApproxLimite }

Begin
{ Principale }

  For j:=1 to 8 do WriteLn;

  WriteLn('C o r s o   A b i l i t a n t e   1999/2000');

  WriteLn('===========================================');

  WriteLn('G r u p p o  3  - Il calcolo differenziale');

  WriteLn;

  WriteLn('Calcolo della derivata di f(x) nel punto x = Xo ');

  Writeln('-------------------------------------');

  WriteLn;

  Write('Inserire il valore di Xo:');

  ReadLn(Punto);

  Writeln;Writeln;

  ApproxLimite(RappIncrementale,0,delta,NumeroIterazioni);

  Write('Premere un tasto per terminare...');

  repeat until keypressed;

End.

Fig.1
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